2 Endliche Automaten

2.1 Deterministische endliche Automaten

Um die bisherige informale Beschreibung mathematisch zu prézisieren brau-
chen wir einige Begriffe und Notationen. Das sind neben den schon bekannten
Begriffen wie Mengen, Funktionen und Relationen, die neuen Begriffe fiir for-
male Sprachen. Diese werden nachfolgend eingefiihrt. Im Anschluss wird der
deterministische endliche Automat eingefiihrt.

2.1.1 Formale Sprachen

Eine formale Sprache ist eine Menge von Worten. Wir werden also den Begriff
eines Wortes brauchen, wofiir wir wiederum den Begriff eines Zeichens (als
Baustein eines Wortes) brauchen, sowie den Begriff der Konkatenation, so dass
einzelne Zeichen hintereinander geschrieben werden koénnen.

Im einzelnen ist ein Alphabet eine (total geordnete) endliche Menge von un-
terschiedlichen Zeichen (alternativ: Buchstaben oder Symbole). Wir notieren
diese Menge meistens mit . Es ist dann z.B. ¥ = {a, b, ¢} fiir das Alphabet
mit den Zeichen a, b und c.

Die Konkatenation wird mit - notiert und ist die Operation zum Hinterein-
anderschreiben von Buchstaben. So ergeben sich Worte, auf die die Operation
dann erweitert wird. Z.B. ist a - b = ab und dann ab - ¢ = abe. Diese Konkaten-
ation wird auf Mengen von Wortern erweitert, so dass wir z.B.

{ab, aba} - {ab,b} = {ab - ab,ab - b, aba - ab, aba - b}

erhalten (was das gleiche ist wie {abab, abb, abaab}, da der - oft weggelassen
wird.

Das leere Wort (das Wort mit 0 Buchstaben) wird mit A oder € bezeichnet.
Es ist nie in einem Alphabet enthalten, sondern ist das spezielle Wort das aus
0 Symbolen eines Alphabets besteht.

Mit |w| wird die Lange eines Wortes w notiert. Z.B. ist |001| = 3, |00111| =5
und |[A| = 0. Mit |w|, ist die Anzahl der x in w gemeint, wobei = ein Symbol
ist, z.B. ist [2202], = 3.

Als weitere Notation schreiben wir w! = w, w? = w - w und w* = w w
(k > 2) und als Spezialfall w® = \. Die hochgestellte Zahl i bei w® gibt also
an, wie oft wir ein Wort hintereinander schreiben wollen. Ahnlich wie oben
erweitern wir diese Operation auf Mengen, so dass wir fiir eine Menge von
Worten R dann R' = R, R?> = R- R und allgemein R* = R" ' - R haben
(Spezialfall: R® = {\}). In R’ sind also alle Worter enthalten, die man erhilt,
wenn man ¢ Worter aus R auswahlt und diese hintereinander schreibt.
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2.1 Deterministische endliche Automaten

Zuletzt zwei besonders wichtige Definitionen, die auf obigem aufbauen. Wir
setzen

R+ = Uilei mit Rl = R und RH_l = Rl -R
R* = RTU{\}

In R* sind also jene Worter, die man erhélt, wenn man beliebig oft (aber
endlich oft!) Worter aus R hintereinander schreibt und in R* ist zusétzlich auf
jeden Fall noch X enthalten (A kann auch in R* enthalten sein, aber nur wenn
A € R gilt).

Besonders wichtig ist fiir uns der Spezialfall ¥* fiir ein Alphabet ». Dabei
ist ¥* dann die Menge aller endlichen Wérter (iiber dem Alphabet ¥). Jede
(Teil-)Menge L C X* heikt formale Sprache.

Wir fassen die vielen Definitionen noch einmal zusammen.

Definition 2.1.1 (Zeichen, Worte, Sprachen).

1. Ein Alphabet ist eine (total geordnete) endliche Menge von unterschied-
lichen Zeichen (alternativ: Buchstaben oder Symbole).

2. Die Konkatenation - ist die Operation zum Hintereinanderschreiben von
Buchstaben. So ergeben sich Worte auf die die Operation dann erweitert
wird. (Z.B. ist a-b = ab und dann ab-c = abc.) Die Konkatenation wird auf
Mengen von Wortern erweitert, wobei dann R-S = {u-v|u € R,v € S}
qilt.

3. Das leere Wort (Wort mit 0 Buchstaben) wird mit A oder € bezeichnet
(das leere Wort ist nie in einem Alphabet enthalten!).

4. Sei X ein Alphabet, x € ¥ ein Symbol und w ein Wort bestehend aus
Symbolen aus X. Mit |w| wird die Lédnge von w notiert, also z.B. |001] = 3
und |00111| = 5. Auflerdem ist |A\| = 0. Ferner wird mit |w|, die Anzahl
der z inw notiert. Z.B. ist mit ¥ = {0, 1,2} dann |2202], = 3, [2202|; =0
und |2202]p = 1.

5. Wir schreiben w' = w,w? = w - w und w* = w1 - w (k > 2) und als
Spezialfall w® = X. Fiir eine Menge von Worten R schreiben wir ebenso
R'= R, R> = R- R und R* = R*'- R und als Spezialfall R® = {\}.
Ferner setzen wir

R" == Us R mitR' =Rund R""' =R"-R
R* = RYU{)\}

6. Sei Y ein Alphabet, dann bezeichnen wir mit X* die Menge aller end-

lichen Worter (iber dem Alphabet X2).

7. Jede (Teil-)Menge L C 3* heifit formale Sprache.



2 Endliche Automaten

Fragen
1. Was ergibt sich bei {a, bc} - {de, fg}?

a) {abc,defg} ¢) {abcde, abef g, beade, beafg}
b) {abcde, abefg} d) {ade,afg,bede,befg}

2. Was ergibt sich bei {abe,a} - {bc, A}?

a) {abca,bc} c) {abcabc}
b) {abcbe, abe} d) {abcbe, abe, a}

3. Sei R = {a,b} was ist R??

a) {\ a,b,aa,ab,ba,bb} c) {aa,ab,ba,bb}
b) {a,b,aa,ab, ba,bb} d) {{aa}, {ab}, {ba}, {bb}}

4. Sei R = {ab,ba,a,b} was ist R*?
a) Menge aller endlichen Worte aus a und b

b) Menge aller ungeraden Worte aus a und b

c)
)

d

Menge aller geraden Worte aus a und b

Menge aller unendlichen Worte aus a und b



