2.2 Strukturelle Rekursion

sind Alphabet fiir die Menge der benutzbaren Symbole. Das Alphabet besteht
bei uns also aus den Aussagesymbolen, den Junktoren und den Klammern.
Weiterhin nennt man eine Formel, die beim Aufbau einer Formel F' verwen-
det wird, eine Teilformel von F. Auferdem ist F' Teilformel von sich selbst.
Den Junktor, der im letzten Konstruktionsschritt verwendet wurde nennt man
den Hauptoperator. Nach dem Hauptoperator werden komplexe Formeln oft be-
nannt. Zum Beispiel ist in der Formel F' = (AV(BAC)) (BAC) eine Teilformel.
Der Hauptoperator ist \VV, weswegen F' auch als Disjunktion bezeichnet wird (im
Falle von A spricht man von einer Konjuktion, bei = von einer Implikation und
bei < von einer Bismplikation).

Fragen

1. Welche der folgenden Zeichenketten sind wohlgeformte Formeln der Aus-

sagenlogik?
a) (AV-B) c) (B=A)
b) ——A d) (BV—=(A-Vv())

2. Wie wird anhand der Definition 2.1.1 die Formel (A V (=B A C)) aufge-
baut? (Geben Sie jeweils an, welche Formel F' bzw. G aus der Definition
ist und welcher Schritt der Definition benutzt wurde.)

3. Nennen Sie alle Teilformeln von (A V (=B A C)). Was ist der Hauptope-
rator?

2.2 Strukturelle Rekursion

Den in der Definition der Syntax beschriebenen Aufbau komplexer Formeln aus
einfache(re)n Formeln kann man nutzen, um Funktionen tiber die Formelmenge
zu definieren und so bspw. eine Funktion f zu definieren, die jeder Formel F
einen Wert f(F') zuzuweisen (bspw. die Lange der Formel oder die Anzahl der
Junktoren in der Formel). Man nennt dies strukturelle Rekursion).

Ahnlich kann man den Aufbau der Formeln auch nutzen, um Eigenschaften
von Formeln nachzuweisen. Dies wird als strukturelle Induktion bezeichnet und
wird im néchsten Abschnitt behandelt.

Wenn wir nun mittels struktureller Rekursion eine Funktion definieren wol-
len, so ist es unser Ziel eine (totale) Funktion f : L4, — D zu definieren, wobei
D dabei eine beliebige Menge sein kann. f wird also jeder Formel F' € L4 ein
Element x € D zuweisen. In unserem Fall wird D meist die Menge N der
natiirlichen Zahlen sein. Um f nun zu definieren, geniigt es

1. f(A) fir jedes A € ASyy, festzulegen und
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2. eine Funktion f, : D — D und fiir jeden Junktor o € {V,A, =, <}
eine Funktion f, : D x D — D zu definieren. Es ist dann f(—F) :=
f-(f(F)) und z.B. f((F AN G)) = fa(f(F), f(G)) (und analog fiir die

anderen zweistelligen Junktoren).

Die Definition oben erscheint zunéchst vielleicht kompliziert. Betrachten wir
sie einmal genauer. Zunéchst legt man sich auf eine Menge D fest auf die man
abbilden will. Will man z.B. jeder Formel einen Zahlenwert zuweisen? Oder
einen Buchstaben? Oder vielleicht eine andere Formel? Wir arbeiten nachfol-
gend mit Zahlenwerten, also kénnen wir ruhig mit D = N arbeiten. Zunéchst
muss dann also fiir jedes Aussagensymbol A € AS,, eine Zahl f(A) € N festge-
legt werden (denn f bildet ja jetzt auf D = N ab). Setzen wir einmal f(A) =1
fiir jedes A € AS4; (man konnte auch verschiedenen Aussagensymbolen ver-
schiedene Werte aus N zuweisen, wichtig ist nur, dass jedem Aussagensymbol
ein Wert aus N zugewiesen wird). Dies wird als Rekursionsbasis bezeichnet.

Im zweiten Schritt wird dann verlangt, dass zundchst eine Funktion f- de-
finiert wird, die eine natiirliche Zahl nimmt und auf eine andere abbildet.
Statt dann fir z.B. =A und =B explizit f(—A) und f(—B) festzulegen kann
man dann die eben festgelegte Rekursionsbasis (die definiert ja u.a. die Wer-
te f(A) und f(B)) und die Funktion f- benutzen und so f(—=A) = f.(f(A))
bzw. f(=B) = f-(f(B)) zu bestimmen. Dies hat neben dem eben genannten
Vorteil, dass man deutlich weniger definieren muss, zudem den Vorteil, dass
sich die Werte f(F) fiir komplexe Formeln F' aus den Werten (unter f) fiir
Teilformeln von F' ergibt. Ist z.B. F' eine Konjunktion F' = G A H, so ermittelt
sich f(F') aus den Werten f(G) und f(H), die man dann beide als Argumente
von f, nutzt. Man bezeichnet die Definition von f- und der f, fiir die zwei-
stelligen Junktoren o als Rekursionsschritt. Man beachte, dass die zweistelligen
Junktoren nicht alle gleich behandelt werden miissen.

Zusammenfassend: Will man eine Funktion f definieren, die jeder Formel F'
der Aussagenlogik ein Element aus einer Menge D zuweist (z.B. einen Zahlen-
wert aus IN), so gentigt es zunéchst f auf allen atomaren Formeln zu definieren
(hdufig ist dieser Wert fiir alle atomaren Formeln gleich). Im Anschluss defi-
niert man dann noch, was passieren soll, wenn man auf einen der Junkotren
trifft, d.h. man definiert wie sich der Wert von z.B. f(F' A G) aus den Werten
f(F) und f(G) ergibt (z.B. kénnte man f(F A G) = f(F) + f(G) + 3 setzen,
womit man implizit fa(n,m) = n + m + 3 definiert). Unten folgen als Bei-
spiele die Definitionen von Grad und Tiefe. Dort wird (wie meist tiblich) in
der Rekursionsbasis fiir alle Aussagensymbole der gleiche Wert genommen und
(wie nicht umbedingt iiblich aber doch héufig anzutreffen) die Funktionen aller
zweistelligen Junktoren stimmen iiberein.

Damit ist es z.B. moglich den Grad und die Tiefe einer Formel zu definieren.

Definition 2.2.1. Die Funktionen grad : La;, — N und tiefe : L4, — N
werden wie folgt definiert:
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1. Fiir jedes A € ASyp sei
e grad(A) = tiefe(A) = 0.

2. Fir — set
o grad(—F) = grad-(grad(F)) = grad(F) + 1 und
o tiefe(—F) = tiefe_(tiefe(F)) = tiefe(F) + 1.

(Oder anders: grad-, : N — N wird definiert durch grad-(n) =n+1 und
entsprechend fiir tiefe-.)

3. Firo € {V,\,=, &} sei

o grad((FoQ)) = grad,(grad(F), grad(G)) = grad(F) + grad(G)+1
und

o ticfe((F o @)) = tiefeo(tiefe(F), tiefe(G)) =
max(tiefe(F), tiefe(G)) + 1.

Fiir eine Formel F ist grad(F) dann der Grad der Formel F' und tiefe(F') die
Tiefe der Formel F.

Informal formuliert ist der Grad einer Formel die Anzahl der Junktoren (bei
(AN (B = C))V(BAA)) also 4). Die Tiefe einer Formel ist die Anzahl der
Junktoren in der tiefsten Verschachtelung. Fiihrt man noch Strukturbiume ein,
so kann man die Tiefe verstehen als die Anzahl der Junktoren auf dem léangsten
Pfad im Strukturbaum.

Statt Formeln als Zeichenketten der Art (A A B) auszudriicken, kann man
Formeln auch als Baume, sogenannte Strukturbiume, ausdriicken. Dies ist fiir
manche Algorithmen hilfreich.

Ein Strukturbaum zu einer Formel F' ist ein Baum, bei dem die inneren
Knoten (die Knoten, die keine Blétter sind) Junktoren sind und die Blatter die
atomaren (Teil-)Formeln von F'. Im einzelnen:

1. Der Hauptoperator markiert die Wurzel.
2. Teilformeln entsprechen Teilbdumen.

3. Die Reihenfolge der Teilformeln wird beibehalten (linke Teilformel, linkes
Kind).

4. Die Aussagesymbole werden dann die Blétter des Baumes.

5. Die Junktoren sind die inneren Knoten. Dabei hat — ein Kind, alle ande-
ren Junktoren haben zwei Kinder.
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Ein Beispiel veranschaulicht dies schnell. Sei F' = ((AVC)A—-B), dann ergibt
sich als Strukturbaum zu F

Fragen

1. Was ist Grad und Tiefe von ((AA B) < (AV -C)) ?

2. Definieren Sie mittels struktureller Rekursion eine Funktion L : L4 —
N, die die Lénge einer Formel, d.h. die Anzahl der Symbole, liefert.
Bspw. soll L((AA B)) =5 und L(((AA B) = —C)) = 10 sein.



