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4.4 Unentscheidbarkeit (und dariiberhinaus)

Wir haben nun etliche entscheidbare Sprachen gesehen und mit 7'M,.. eine
Sprache gesehen, die wir zwar aufzdhlen konnen, fiir die es uns aber schwer
fallt, eine Turingmaschine anzugeben, die sie entscheidet. Tatséchlich ist dies
auch nicht moglich und dies wollen wir in diesem Abschnitt zeigen.

Darauf aufbauend wollen wir dann noch weitere Probleme als unentscheid-
bar nachweisen und auf diese Weise eine Technik kennenlernen, mit der wir
Probleme als unentscheidbar nachweisen konnen.

Zum Abschluss wollen wir dann noch eine Sprache sehen, die nicht einmal
mehr aufzéhlbar ist.

4.4.1 Ein unentscheidbares Problem

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass die Sprache
TMyee = {(M,w) | M ist eine TM und akzeptiert w}

nicht entscheidbar ist. Wir wissen bereits, dass T'M,.. aufzdhlbar ist (man star-
te einfach M auf w und akzeptiere, wenn M dies tut) und Versuche T'M,.. zu
entscheiden schlagen fehl, aber ein Beweis, dass dies tatséchlich nicht moglich
ist, steht noch aus. Dies werden wir gleich nachholen. Vorher wollen wir noch
einmal betonen, wie bedeutend diese und verwandte Fragestellungen sind. Die
Frage, ob eine Turingmaschine M auf einem Eingabewort w anhélt, ist im
Grunde die selbe wie die Frage, ob ein Programm in einer Programmierspra-
che wie Java oder C bei einer bestimmten Eingabe anhélt. Diese Frage nicht
algorithmisch 16sen zu konnen ist ein ernstes Problem in der Verifikation von
Software und Hardware und schrankt uns bedeutend ein. Zudem macht uns die
Erkenntnis, dass es ein nicht entscheidbares Problem gibt, ganz deutlich, dass
ein Computer nicht alles kann. Es gibt Probleme, die sind einer Lésung durch
ihn nicht zugénglich.

Satz 4.4.1. Die folgende Sprache ist nicht entscheibar

TMyee = {(M,w) | M ist eine TM und akzeptiert w}

Beweis. Angenommen T M,.. wire entscheidbar. Sei H eine Turingmaschine,
die T'M,.. entscheidet. Wir wollen nun einen Widerspruch erzeugen. Dies ge-
lingt uns, indem wir mit erlaubten Konstruktionsschritten eine Turingmaschine
bauen, die H als Unterroutine benutzt und letztendlich dann aber paradoxe
Dinge tut, also Dinge, die nicht sein konnen. Wir haben dann einen Wider-
spruch und da alle Zwischen- und Konstruktionsschritte aber moglich sind,
muss die urspriingliche Annahme falsch sein und H kann also nicht existieren.
Sei also H eine Turingmaschine, die T'M,.. entscheidet. H tut folgendes:
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4 Turingmaschinen

e H akzeptiert (M, w), wenn M das Wort w akzeptiert.

e H lehnt (M, w) ab, wenn M das Wort w nicht akzeptiert.
Kiirzer notieren wir dies hier als

e H((M,w)) =1, wenn M(w) =1

o H((M,w)) =0, wenn M(w) # 1

Wir konstruieren nun eine TM D, die H als Subroutine benutzt. D nimmt
als Eingabe eine TM M (die Eingabe ist also (M)) und arbeitet wie folgt:

1. Starte H mit Eingabe (M, (M)).
2. Drehe das Ergebnis von H um und gebe es aus.

D tut also nichts anderes als H mit einer speziellen Eingabe zu starten. Damit
ist nun

e D((M)) =1, wenn M die Eingabe (M) nicht akzeptiert
e D((M)) =0, wenn M die Eingabe (M) akzeptiert
Insgesamt haben wir damit jetzt

1, wenn M (w)
0, wenn M(w)

) (
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(M
(M
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wenn M
wenn M

~ ~—

o) = {

Was passiert nun, wenn man D mit (D) ausfiihrt? Wenn man D also sich
selbst als Eingabe vorlegt? D ruft dann ja H auf, um zu ermitteln ob D auf D
anhélt — dreht dann aber noch das Ergebnis um! Setzt man oben bei D((M)) =

. iiberall wo M steht ein D ein, so erhéilt man nun

1, wenn D((D)) # 1
D((D)) = { 0, wenn D((D)) =1

Dies ist ein Widerspruch! D((D)) kann ja unmdglich 1 sein, wenn es nicht 1 ist
oder 0 wenn es 1 ist. Dies macht keinen Sinn und wir haben einen Widerspruch.
Damit kann die Annahme nicht stimmen und H kann nicht existieren. T M,,.
ist also unentscheidbar! 0

Mit diesem Ergebnis haben wir eine erste nicht entscheidbare Sprache gefun-
den. Da wir wissen, dass T'M,,. aufzdhlbar ist, haben wir damit nun REC C RE
und damit insgesamt

REG C CF C REC C RE.
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4.4 Unentscheidbarkeit (und dariiberhinaus)

Man mache sich einmal klar, wie obiger Beweis funktionieren wiirde, wenn
man statt mit einer Turingmaschine A mit einer Java-Routine argumentieren
wiirde. Nehmen wir also an, es gébe eine Java-Routine f, die eine andere Java-
Routine g und deren Argumente als Eingabe nimmt und true zuriickliefert,
wenn ¢ true liefert und false sonst. Die Argumentation liefe dann ganz genau
so! Das obige Problem ist nicht eines, das auf Turingmaschinen beschrankt ist.
Es gilt ganz genauso fiir géngige Programmiersprachen und zeigt uns damit
sehr drastisch unsere Grenzen auf.

4.4.2 \Weitere unentscheidbare Probleme

Wir wollen nun eine Technik vorstellen, mit der man Probleme als unentscheid-
bar nachweisen kann. Diese Technik ist im Kern ein Widerspruchsbeweis. Wir
wollen die Technik dann im Anschluss an einem einfachen und einem kompli-
zierteren Problem eintiben.

Will man ein neues Problem, ausgedriickt durch eine Sprache L, als unent-
scheidbar nachweisen, so ist das iibliche Vorgehen das folgende:

1. Wir nehmen an, L wére entscheidbar. Sei M eine Turingmaschine, die L
entscheidet.

2. Unter Nutzung von M (M wird also quasi als Unterroutine benutzt) wird
nun eine Turingmaschine konstruieren, die eine schon als unentscheidbar
nachgewiesene Sprache entscheidet.

3. Das ist dann ein Widerspruch, also kann M nicht existieren.

Man nennt dies eine Reduktion, und sagt, dass das unentscheidbare Problem
auf das neue Problem reduziert wurde (bzw. die Sprachen aufeinander reduziert
wurden).

Um die Technik zu illustrieren, zeigen wir zundchst die Unentscheidbarkeit
einer Sprache, die der Sprache T'M,,.. sehr dhnelt. Bei T'M,.. ging es um die
Akzeptanz eines Wortes. Nun geht es nur noch um das Halten der Turingma-
schine.

Satz 4.4.2. Die Sprache
T Mpay == {(M,w) | M ist eine TM und hdlt auf w}

1st nicht entscheidbar.

Beweis. Wie in dem Vorgehen oben beschrieben, nehmen wir zundchst an
T My, ware entscheidbar. Sei H eine Turingmaschine, die T'M},,;; entscheidet.
Unser Ziel ist es nun, eine neue Turingmaschine zu konstruieren, die H als Un-
terroutine benutzt, und die eine Sprache entscheidet, von der wir schon wissen,
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4 Turingmaschinen

dass sie unentscheidbar ist. Da wir bisher nur eine unentscheidbare Sprache
kennen, ist das Ziel hier einfach zu formulieren: Wir wollen eine Turingmaschi-
ne konstruieren, die T'M,.. entscheidet.

Wir geben nun die Arbeitsweise einer neuen Turingmaschine S an, die T'M,,...
entscheiden soll. S benutzt die Turingmaschine H, die nach Annahme T M},,;;
entscheidet. Bei Eingabe (M, w) arbeitet S wie folgt:

1. Starte H mit Eingabe (M, w).

2. Lehnt H ab, lehne ab.

3. Akzeptiert H, simuliere M auf w.

4. Wenn M akzeptiert, akzeptiere, sonst lehne ab.

Bevor wir gleich zeigen, dass S tatsdchlich T'M,.. entscheidet, wollen wir
einmal darauf eingehen, wie man auf die Arbeitsweise von S kommt. Unser Ziel
ist es ja, T'M,.. zu entscheiden. Unsere Eingabe ist also die Kodierung einer
Turingmaschine M und eines Wortes w und wir wollen entscheiden, ob M das
Wort w akzeptiert. Wiirden wir nun einfach M auf w starten bzw. simulieren, so
hétten wir Probleme, wenn diese Simulation nicht abbricht. Dies ist tatséchlich
das einzige Problem, denn es gibt ja nur drei Fille: Entweder erreicht M auf
w einen Endzustand. Dann kann die Simulation aufhoren, da wir nun wissen,
dass M das Wort w akzeptiert. Dann kann es sein, dass M anhélt und im Laufe
der Rechnung nie einen Endzustand besucht hat. Auch dann konnen wir mit
Sicherheit die Eingabe ablehnen, da M also w nicht akzeptiert. Und zuletzt gibt
es noch den Fall, dass M immer weiter lduft und zwar nie einen Endzustand
besucht aber auch nie authort zu rechnen, die Simulation stoppt also nie. Diesen
dritten, stérenden Fall, kénnen wir nun aber gerade durch eine Turingmaschine,
die H entscheidet, abfangen. Wir fragen H, ob M auf w anhélt. Ist dies nicht
der Fall, konnen wir (ohne M zu simulieren!) sofort ablehnen, da wir dann
wissen, dass M immer weiter rechnet und nicht akzeptieren kann. — Moment!
An dieser Stelle tritt nun noch ein stoérender Fall auf. Nach unserer Definition
kann eine Turingmaschine immer weiter rechnen und trotzdem (vorher mal)
einen Endzustand besucht haben, also das Wort akzeptieren. Es gibt also auch
unendlich lange Erfolgsrechnungen! Um mit diesem Problem fertig zu werden,
geht man entweder davon aus, dass die Turingmaschine sofort als Eingabe so
gegeben ist, dass aus einem Endzustand keine Kanten mehr herausfiihren (eine
Rechnung in einem Endzustand also stets endet) oder aber man (und dies
rechtfertigt auch, dass man das zuvor gesagte iiberhaupt annehmen darf) lasst
obige Turingmaschine S als erste noch den Schritt machen, dass sie M gerade
so anpasst, das sie alle Kanten, die bei M aus Endzustianden herausfiihren,
entfernt.

Nun klappt die Uberlegung von eben. Wir fragen also H, ob M auf w anhélt.
Tut M dies nicht, dann wissen wir, dass M nicht akzeptiert. Sagt uns H aber,
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4.4 Unentscheidbarkeit (und dariiberhinaus)

dass M auf w anhélt, dann konnen wir nun sorglos, M auf w simulieren, denn
die Simulation muss nach endlich vielen Schritten anhalten (gerade dies hat uns
H ja eben gesagt). Die Simulation endet dann entweder in einem Endzustand
oder nicht und wir wissen dann, ob M das Wort w akzeptiert oder nicht und
kénnen entsprechend antworten.

So kann man auf die Idee kommen, wie S zu konstruieren ist. Die Fragen,
die man sich bei der Konstruktion stellen muss sind, welche Probleme treten
auf, wenn ich die Sprache T'M,.. entscheiden will und wie kann mir eine Tu-
ringmaschine, die T'Mj,,;; entscheidet, dabei helfen?

Wir zeigen nun noch, dass S tatséchlich die Sprache T'M,.. entscheidet. Zu-
néichst merken wir noch an, dass S als erstes, was wir oben nicht extra erwidhnt
haben, die Eingabe auf syntaktische Korrektheit priift und dass S alle Kan-
ten, die bei M aus Endzustdnden herausfithren, entfernt. Eine Erfolgsrechnung
von M héalt damit in einem Endzustand, sobald ein Endzustand das erste Mal
besucht wird. Beides wird oft nicht mehr explizit erwéhnt.

Wir wollen nun zeigen, dass S die Sprache T'M,.. entscheidet. Dazu miis-
sen wir zeigen, dass S stets anhélt und dass tatsdchlich L(S) = T M. gilt.
Zunachst terminieren die ersten beiden Schritte nach endlich viel Zeit, da H
die Sprache T'M},;; entscheidet und daher auch stets terminiert. Nun starten
wir im dritten Schritt M nur dann auf w, wenn vorher H akzeptiert hat. Dies
bedeutet aber ja gerade, dass M auf w anhélt. Daher endet die Simulation im
dritten Schritt auch nach endlich vielen Schritten. Der vierte Schritt terminiert
auch und damit terminiert S stets und hélt an.

Nun zu der Korrektheit der Antwort. Diese ist schnell zu sehen. Wenn S
bereits im zweiten Schritt ablehnt, dann tut sie dies, wenn H ablehnt, was
bedeutet, dass M auf w nicht anhalt. Mit der Manipulation von eben kann
also kein Endzustand besucht werden (da M sonst ja anhalten wiirde) und also
akzeptiert M ganz bestimmt nicht w. Daher ist diese Antwort richtig. Sonst
wird im dritten Schritt M auf w simuliert und ja gerade akzeptiert, wenn M
akzeptiert und abgelehnt, wenn M dies tut. Damit akzeptiert S genau dann,
wenn M das Wort w akzeptiert und wir sind fertig.

Da wird nun eine Turingmaschine haben, die eine unentscheidbare Sprache
entscheidet, ist dies ein Widerspruch und die urspriingliche Annahme muss
falsch sein. T My, ist also unentscheidbar. O

T My, wird als Halteproblem bezeichnet und tritt oft in der Literatur auf.
Die Sprachen T'M},q;; und T M, sind allerdings so ahnlich, dass einige Autoren
auch T'M,.. als Halteproblem bezeichnen.

Der Beweis, dass T'M},;; unentscheidbar ist, verlief noch recht iibersichtlich.
Als zweites Beispiel fiir einen Unentscheidbarkeitsbeweis wollen wir ein kom-
plizierteres Problem betrachten. Wir nennen dafiir einen Zustand einer Tu-
ringmaschine einen nutzlosen Zustand, wenn er bei keinem Eingabewort jemals
besucht wird.
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Satz 4.4.3. Die Sprache
UselessState = {(A,q) | A ist eine TM und q ein nutzloser Zustand von A}

1st unentscheidbar.

Beweis. Wir nehmen zunéchst wieder an, UselessState wire entscheidbar.
Sei Apg eine Turingmaschine, die das Problem entscheidet. Wir wollen damit
nun das Halteproblem T Mj,,;; entscheiden.

Wir beachten zunéchst, dass die folgende Konstruktion moglich ist: Zu einer
gegebenen Turingmaschine M mit Zustandsmenge Z und Bandalphabet I" kann
eine Turingmaschine M’ konstruiert werden mit

e cinem neuen Zustand z,,., und

° fur jeden Zustand z € Z von M und jedes Symbol z € I', fiir das es keinen
Ubergang aus z in M gab (d.h. es gab keine Kante (z,z, X,Y,2) in M
mit X, Y, 2’ beliebig) wird eine neue Kante (z, x, z, R, z,¢,) hinzugefiigt

Mit dieser Konstruktion erreicht man folgendes: hédlt M an, so kann M’ noch
einen Ubergang nach 2., machen. Dort hilt dann M’. M hilt also genau
dann in irgendeinem Zustand, wenn M’ in z,,, hilt. Man beachte, wie hier ein
Zusammenhang zwischen dem Halten von M und dem Benutzen des Zustandes
von M’ hergestellt wird. Ein Problem ist nun noch, dass z,., nur dann nutzlos
ware, wenn M auf keinem Eingabewort anhélt. Fiir das Halteproblem ist aber
nur gefragt, ob M auf w anhalt. Nun ist es aber zu M und w moglich eine
Turingmaschine M"” zu konstruieren, die bei jeder Eingabe das Band 16scht
und dann w auf M’ startet, wobei M’ wie eben beschreiben aus M hervorgeht.
Damit tut M” dann bei jeder Eingabe das gleiche (ndmlich im Grunde M auf w
zu starten). Wenn nun aber M auf w hélt, dann hélt M” in z,,, (und besucht
daher insbesondere z,.,). Wenn M auf w nicht hélt, dann besucht M” den
Zustand z,, nicht und tut dies bei keinem Eingabewort (da ja bei jedem M
auf w gestartet wird), d.h. z,, wire dann nutzlos.

Mit diesen Uberlegungen kénnen wir nun die Arbeitsweise einer Turingma-
schine S angeben, die UselessState entscheidet. Bei Eingabe (M, w) arbeitet
S wie folgt:

1. Konstruiere aus (M, w) die oben beschriebene Turingmaschine M”.
2. Starte Apyg auf (M"] zpen)-

3. Akzeptiert Ayg, dann ist z,., ein nutzloser Zustand und nach obigem
hélt dann M nicht auf w und wir lehnen ab.

4. Lehnt Ayg ab, so ist z,., nicht nutzlos, wird also besucht. Dann aber hélt
M auf w an und wir akzeptieren.
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Man kann wieder schnell argumentieren, dass S stets terminiert. Insbesondere
terminieren die ersten beiden Schritte und daher auch S. Mit obigen Erklarun-
gen ist auch klar, dass S gerade in den richtigen Féllen die Eingabe akzeptiert.
Damit entscheidet S das Halteproblem, was aber nicht sein kann. Ay g existiert
also nicht und UselessState ist folglich unentscheidbar. O

Will man nicht ganz so ausfiihrlich vorgehen und wie oben neue Kanten
explizit beschreiben, so geniigt es auch wie folgt dhnlich aber mit einer kleinen
Variation vorzugehen und insb. einen etwas héheren Abstraktionsgrad beim
Beweis zu wahlen.

Wir nehmen wieder an das Problem sei entscheidbar und A eine Turingma-
schine, die es entscheidet. Man kann nun bei Vorlage von M und w (fiir das
Halteproblem) eine Turingmaschine M” konstruieren, die ihre Eingabe igno-
riert und die stets M auf w simuliert. M"” wechselt, sollte M anhalten, dann
noch in einen neuen Zustand z,.,, der sonst nicht besucht wird. (Wichtig hier-
fiir ist sich klar zu machen, dass M” tatsdchlich M simulieren kann und priifen
kann, ob M anhélt.) Eine Turingmaschine, die das Halteproblem entscheidet,
arbeitet nun wie folgt: Bei Vorlage von M und w, wird M" konstruiert und A
wird M"” und z,., vorgelegt. Akzeptiert A, so ist z,., nutzlos, was bedeutet,
dass M auf w nicht anhélt und wir lehnen ab. Lehnt A ab, so ist z,., nicht
nutzlos, also hélt M auf w und wir akzeptieren. Die Turingmaschine entscheidet
damit das Halteproblem, was nicht sein kann.

Hier haben wir also durch die auf einem hoheren Abstraktionsgrad beschrie-
bene Konstruktion erheblich den Beweis abgekiirzt. Dafiir wird aber mehr vom
Leser verlangt.

Damit haben wir von zwei weiteren Problemen gezeigt, dass sie unentscheid-
bar sind. Will man von einem neuen Problem zeigen, dass es unentscheidbar
ist, so wendet man die eingangs vorgestellte Technik der Reduktion an. Es ist
dabei aber ein kreativer Vorgang, die Turingmaschine zu konstruieren, die das
Problem entscheidet, von dem man schon weifs, dass es unentscheidbar ist. Das
zweite Beispiel illustriert recht gut, dass dies recht schnell zu einer Herausfor-
derung werden kann. Mit etwas Ubung kann man aber lernen, unentscheidbare
Probleme in vielen Fillen recht gut erkennen zu koénnen.

4.4.3 Nicht mal mehr aufzahlbar

Nachdem wir nun mehrere unentscheidbare Probleme kennengelernt haben und
in der Kette der Sprachfamilien

REG C CF C REC C RE.

fiir jede Sprachfamilie Sprachen kennen, die in dieser Klasse liegen, aber nicht
mehr in den darunter liegenden Klassen, kann man sich nun noch die Frage
stellen, ob es nicht sogar Sprachen gibt, die nicht einmal mehr in RE sind?
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Solche Sprachen gibt es tatsdchlich. Fiir eine solche Sprache gibt es also nicht
einmal mehr eine Turingmaschine, die sie akzeptiert.

Um diese Sprache ausdriicken zu kénnen, iiberlegen wir uns zunéchst folgen-
des. Wir halten ein Alphabet wie z.B. {0, 1} fest. Die Worte, die mit diesem
Alphabet gebildet werden konnen, konnen wir erst der Lange nach sortieren.
Worte gleicher Lange sortieren wir dann noch lexikalisch, wobei 0 in der Ord-
nung vor 1 kommt. Die Worte lassen sich dann auflisten

0,1,00,01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000, . ..

So kann man dann von einem Wort wy, wsy, ws, . .. sprechen.

Ganz genauso konnen wir eine Turingmaschine M iiber dem Alphabet
{0,1} kodieren, z.B. indem wir zunéchst jedes Element des Tupels M =
(Z,3,1,0, 20, Zeng) mit unserem normalen Alphabet aufschreiben und die so
entstandene Zeichenkette dann binér kodieren (ein Computer tut ja auch nichts
anderes, wenn er eine Zeichenkette speichert). Wir kénnen dann die Zeichen-
ketten, die tatséchlich eine Turingmaschine kodieren so wie eben zunéchst nach
Lange und dann lexikalisch sortieren. Dies ergibt dann wieder eine Auflistung
My, My, Ms, . .. aller Turingmaschinen.

Insgesamt haben wir jetzt also iiber dem Alphabet {0,1} eine Auflis-
tung aller Worte wi,ws,ws,... und eine Auflistung aller Turingmaschinen
My, My, Ms, . ... Man beachte, dass dies alle Turingmaschinen sind, nicht bloss
z.B. alle Turingmaschinen auf dem Eingabealphabet {0, 1}. Die Turingmaschi-
nen werden lediglich mit dem Alphabet {0, 1} kodiert, es werden aber alle mog-
lichen Turingmaschinen aufgelistet.

Wir kénnen nun die Sprache Ly definieren und zeigen, dass diese nicht auf-
zahlbar ist. Der Index d steht dabei fiir diagonal. Warum wird im Beweis deut-
lich.

Satz 4.4.4. Die Sprache
ist nicht aufzdihlbar.

Beweis. Man kann die Worter und die Turingmaschinen in einer Matrix an-
ordnen:

M1 M2 M3 M4 ce Ld
w; 1 1 0 0 Nein(wy € Lq)
Wo 1 0 0 0o ... JCL(U)Q c Ld)
wy 0 1 1 1 ... | Nein(ws & Lg)
wy 0 0 1 0 JCL(U}4 € Ld)

Eine 1 bei z.B. wy und M; bedeutet, dass die Turingmaschine M; das Wort
wy akzeptiert, wihrend eine 0 bei z.B. wy und M, bedeutet, dass M, das Wort
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wy nicht akzeptiert. Es ist nicht wichtig, ob die Turingmaschinen M; und Ms
anhalten oder dhnliches. Wichtig ist nur, dass M; und M, Turingmaschinen
sind und als solche eine Sprache akzeptiert. Ein Wort ist also entweder in dieser
Sprache enthalten oder nicht. Dies wird durch die Matrix ausgedriickt. Es wird
nicht behauptet, dass dies gerade berechnet wird oder dhnliches.

Die Sprache L, wird nun gerade aus der Diagonalen in obiger Matrix gewon-
nen, wobei nur die Eintrdge mit 0 in Ly aufgenommen werden, d.h. ein Wort
w; ist genau dann in Ly enthalten, wenn M; das Wort w; nicht akzeptiert.

Die Kernidee des Beweises ist nun, dass eine Turingmaschine, die L, ak-
zeptiert, ein M; in der Matrix sein miisste. Dies wird dann aber zu einem
Widerspruch mit dem Wort w; fiihren, dass gleichzeitig enthalten und nicht
enthalten sein miisste.

Wir fiihren dies genauer aus. Angenommen L, wéare aufzidhlbar, dann gibt
es eine Turingmaschine M; aus der Auflistung mit L(M;) = L4, denn in der
Auflistung sind ja alle Turingmaschinen enthalten. Betrachten wir nun das Wort
w;. Es muss entweder w; € L, oder w; € Ly sein. Beide Félle fiihren aber zu
einem Widerspruch:

1. Ist w; € Ly, dann ist nach der Definition von L4 also w; ¢ L(M;). Da
aber L(M;) = Lg heifit dies, dass w; ¢ Lq sein miisste. Ein Widerspruch

zu w; € Lg, wovon wir ausgegangen waren.

2. Ist w; & Ly, dann ist wegen L(M;) = L4 also w; ¢ L(M;). Nach der
Definition von L4 ist dann aber w; € L4 und wir haben wieder einen
Widerspruch, denn wir waren ja von w; ¢ L; ausgegangen.

Daher kann es keine Turingmaschine geben mit L(A/;) = Lq und damit ist Ly
nicht aufzéhlbar. g

Damit haben wir eine Sprache kennengelernt, die nicht einmal mehr aufzahl-
bar ist. Zumindest ist L, aber abzéahlbar. Nicht einmal mehr abzéhlbar sind
dann z.B. die reellen Zahlen.

4.4.4 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in diesem Abschnitt gesehen, dass es unentscheidbare Probleme gibt
und mehrere kennengelernt. Ferner haben wir noch eine Sprache gesehen, die
nicht einmal mehr aufzédhlbar ist. Unser Wissen beziiglich unserer vier bisher
eingefiihrten Sprachfamilien REG, CF, REC und RE stellt sich nun so dar

REG C CF C REC C RE

Eine typische Sprache in REG ist z.B. die durch den reguldren Ausdruck
a* beschriebene. Eine typische Sprache in CF, die nicht mehr in REG ist, ist
z.B. {a"b" | n € N}. Eine entscheidbare Sprache, die nicht mehr kontextfrei ist,
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ist z.B. {a"b"c" | n € N} und eine typische unentscheidbare, aber aufzéhlbare
Sprache ist durch das Halteproblem gegeben. Nicht einmal mehr aufzéhlbar ist
dann die Sprache Lg.

Die entscheidbaren Sprachen sind aus der Sicht der Informatik besonders
interessant, da sie einer Losung durch einen Algorithmus zugénglich sind. Bei
den entscheidbaren Sprachen geht es allerdings zunéchst nur darum, dass sie
iiberhaupt losbar sind. Fiir die Praxis geniigt dies oft nicht. Hier sind noch die
benotigten Ressourcen zur Losung des Problems von Bedeutung. Insbesonde-
re fragt man, wie viel Zeit und wie viel Speicher zur Losung eines Problemes
bendtigt wird. Es kann passieren, dass ein Problem zwar losbar ist, dass aber
zuviel Zeit benotigt wird und dies daher aus praktischer Sicht nicht umsetzbar
ist. Diese Fragen fiihren in den Bereich der Komplexitatstheorie, die versucht
Aussagen iiber den benétigten Zeit- und Platzbedarf bei der Losung eines Pro-
blems zu machen und einen Begriff von “praktisch nicht 16sbar” zu etablieren.
Wir kommen darauf im spéateren Verlauf noch zu sprechen.

Fragen

1. Wenn zwei Sprachen L;, L, entscheidbar sind, ist dann auch L; N Lo
entscheidbar?

a) Jal
b) Nein!
2. Wenn eine Sprache L unentscheidbar ist, gibt es dann eine Turingmaschi-
ne M mit L(M) = L?
a) Jal
b) Nein!
¢) Manchmal!

3. Welche der folgenden Sprachen sind unentscheidbar?
a) TMaee
b) T Mpai
c) Ly

4. Welche der folgenden Sprachen sind aufzéhlbar?
a) T Maee
b) T Mpa
c) Ly
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